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A.1 テンソル

A.1.1 ベクトルの変換則

直角座標系 x1, x2, x3 の基本ベクトルを e1,e2,e3 とし，それを回転させた新

しい直角座標系を x′
1, x

′
2, x

′
3，その基本ベクトルを e

′
1,e

′
2,e

′
3 とすると，

ei · ej = δij , e
′
l · e′m = δlm (A.1)

の関係がある．ここで，δij はクロネッカーのデルタである．αil = ei · e′l を新
旧両座標軸の間の方向余弦とすると

ei = αile
′
l, e

′
l = αilei (A.2)

である．

(A.2) を (A.1) に代入すると

ei · ej = αilαjme
′
l · e′m = αilαjmδlm = αilαjl.

同様にして，e′l · e′m = αilαim を得るから，(A.1) を用いて

αilαjl = δij , αilαim = δlm (A.3)

を得る．これは行列 (αil) が直交行列であることを示している．

ベクトル v の旧座標系での成分を vi，新座標系での成分を v′l とすれば，

v = viei = v′le
′
l (A.4)

が成り立つから，(A.2) を (A.4) に代入すれば，

vi = αilv
′
l, v′l = αilvi (A.5)
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の関係を得る．これが座標変換に際してのベクトルの成分の変換則を与える．

逆に，この変換則を満たす３つの数の組としてベクトル（あるいは１階のテン

ソル）を定義することができる．また，座標変換によって，その値の変わらな

いものをスカラー（０階のテンソル）という．

この定義にしたがって，ui, vi をベクトルとすれば，ui + vi もベクトルであ

り，φ がスカラーで，vi がベクトルならば，φvi はベクトルであるとか，∇φ は

ベクトルであるとか，uivi はスカラーであるとかいったことを証明することが

できる．

例えば，u′
l = αilui, v′l = αilvi から直ちに

u′
l + v′l = αilui + αilvi = αil(ui + vi),

u′
lv

′
l = αilαjluivj = δijuivj = uivi

を得るが，これらはそれぞれ ui + vi がベクトルの成分であり，uivi がスカラー

であることを示している．

また， ∂φ

∂x′
l

=
∂xi

∂x′
l

∂φ

∂xi
= αil

∂φ

∂xi

∂v′
l

∂x′
l

=
∂xi

∂x′
l

∂v′
l

∂xi
= αilαjl

∂vj

∂xi
= δij

∂vj

∂xi
=

∂vi

∂xi

から，∇φ がベクトルで，∇ · v がスカラーであることがわかる．
A.1.2 ２階のテンソル

ベクトル ui とベクトル vi の各成分の積をつくれば，９個の数

u1v1 u1v2 u1v3

u2v1 u2v2 u2v3

u3v1 u3v2 u3v3

を得る．これら９個の数の組をベクトル ui と vi のテンソル積 (tensor product)

といい，これを uivj(i, j = 1, 2, 3) または単に uivj で表す．uivj のおのおのを

テンソル積の成分という．

座標変換によって，ui と vi は (A.5) の変換則に従うから

uivj = αilαjmu′
lv

′
m, u′

lv
′
m = αilαjmuivj (A.6)
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を得る．これがベクトルのテンソル積の成分の変換式である．

一般に，９個の数の組 Tij が座標変換 (A.2) によって

Tij = αilαjmT ′
lm, T ′

lm = αilαjmTij (A.7)

のように変換されるとき，これら９個の数の組を（２階の）テンソル (tensor (of

2nd degree)) といい，Tij のおのおのをテンソルの成分という．Tij を成分とす

るテンソルを単にテンソル Tij ということもある．ここで，(A.7) の一方から他

方が導けるので，どちらか一方が満たされればよいことに注意しよう．

この定義から２つのベクトルのテンソル積はテンソルである．また，２つの

テンソルを Tij, Sij とすれば，

Tij + Sij , Tij − Sij

もともにテンソルである．前者を和，後者を差という．φ をスカラーとするとき

φTij

もテンソルである．各成分が 0 であるテンソルを零テンソル (zero tensor) とい

う．Tji もテンソルであり，これを転置テンソル (transposed tensor) という．テ

ンソル Tij が Tij = Tji を満たすならば，対称テンソル (symmetric tensor) と

いい，Tij = −Tji を満たすならば反対称テンソル (anti-symmetric tensor) とい

う．対称，反対称の性質は座標変換に無関係であることが示される．任意のテ

ンソルは対称テンソルと反対称テンソルの和に分解できる:　

Tij =
1

2
(Tij + Tji) +

1

2
(Tij − Tji).

(A.7) の第２式の Tij に δij を代入すると

T ′
lm = αilαjmδij = αilαim = δlm

である．したがって，クロネッカーのデルタはテンソルの成分である．つまり，

δij はどの直角座標系においても単位行列の形の成分を持つテンソルである．こ

れを単位テンソル (unit tensor) と呼ぶ．
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また，ui をベクトルとすれば，

∂u′
k

∂x′
l

=
∂xj

∂x′
l

∂

∂xj
(αikui) = αikαjl

∂ui

∂xj

だから， ∂ui/∂xj はテンソルである．ui が流体の速度ベクトルならば，これは

速度勾配テンソルである．

演習A.1� ✏
２階のテンソルの対称性及び反対称性は座標変換に無関係であることを示せ．✒ ✑

A.1.3 線形作用素としてのテンソル

vi をベクトル，Tij をテンソルとすれば，

Tijvj , Tjivj (A.8)

はいずれもベクトルである．したがって，Tij 及び Tji は線形作用素である．前

者を証明しよう．

ui = Tijvj

とおき，ui がベクトルの成分であることを示す．座標変換によって，ui, vi, Tij

がそれぞれ u′
i, v

′
i, T

′
ij になるとすれば，

u′
i = T ′

ijv
′
j .

これに T ′
ij = αkiαljTkl, v

′
j = αmjvm を代入すれば，

u′
i = αkiαljTklαmjvm = αkiδlmTklvm = αki(Tklvl) = αkiuk

となって，ui は変換則を満たすからベクトルである．

(A.8) の第２式についても同様に証明できる．

A.1.4 高階のテンソル

３つのベクトルを ui, vi, wi とし，

Tijk = uivjwk
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とおけば，直角座標の変換によって

u′
lv

′
mw′

n = αiluiαjmvjαknwk = αilαjmαknuivjwk

すなわち，
T ′

lmn = αilαjmαknTijk.

この変換をみたす 27 個の数の組として，３階のテンソルが定義される．もっと

高階のテンソルも同様に定義される．また，たとえば，３階テンソル Tijk と２

階テンソル Sij のテンソル積としト５階のテンソル

Tijk Slm (i, j, k, l, m = 1, 2, 3)

が定義される．

テンソルの２つの異なる添字を一致させてそれについて１から３まで加える

操作を縮約 (contraction) という．一般に１つの縮約によってテンソルの階数が

２つ下がる．たとえば，ベクトル ui の発散 ∂ui/∂xi は２階のテンソル ∂ui/∂xj

から縮約によって得られる０階のテンソル，すなわち，スカラーである．

演習A.2� ✏
４階のテンソル Tijkl を縮約した Tijkk は２階のテンソルであることをを示せ．✒ ✑

A.1.5 交代テンソル εijk

クロネッカーのデルタとともによく用いられるものとして εijk がある．これ

は (i, j, k) が (1, 2, 3) の偶置換のとき，εi,j,k = 1; (i, j, k) が (1, 2, 3) の奇置換の

とき，εi,j,k = −1; それ以外のとき，εijk = 0によって定義される３階の交代テン

ソル (alternating tensor) である．(1, 2, 3) の偶置換とは (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)

のことであり，(1, 2, 3) の奇置換とは (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3) のことである．こ

の定義から，εijk は２つの添字，例えば i と j を入れ換えると符号が変わる．

εijk はエディントン (Eddington) のイプシロン，レビ‐チビタ (Levi-Civita) の

記号，完全反対称単位テンソルなどと呼ばれる．εijk を用いると，２つのベク

トル ui, vi の外積は

(u× v)i = εijkujvk (A.9)


